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En analysant un texte peu connu d’Aepinus. publie en latin en 1763, sur la demonstration 
de I’importante formule du binome de Newton pour tous les exposants, entiers ou non, nous 
questionnons le reproche fait aux mathematiciens du XVIII&me siecle d’un manque de 
rigueur et d’une trop grande confiance formelle. A propos de questions mathtmatiques 
d’existence et d’unicite, nous opposons ainsi une facon de faire qui s’inscrit dans un cadre 
limite, m&me s’il est aussi imp&is que celui de l’analyse algebrique, a une volontt de 
rigueur irrealisable car sit&e dans un cadre trop general. 0 1988 Academic Press. IIIC. 
The purpose of this paper is to test the reproach of lack of rigor and too much confidence 
in formal aspects made against mathematicians of the 18th century. We do so by analyzing a 
rather forgotten text of Aepinus, written in Latin and published in 1763. which deals with the 
important binomial theorem of Newton, for all exponents, integers or nonintegers. With a 
special emphasis on mathematical questions of existence and uniqueness, we oppose a way 
which is developed within a limited if imprecise frame-as in the case of algebraical analy- 
sis-to a thirst for rigor, unattainable because of its very generality. r 1988 Academic PWSS, IX. 
Der Aufsatz analysiert eine wenig bekannte, 1763 in lateinischer Sprache veroffentlichte 
Arbeit von Aepinus tiber den Beweis der wichtigen Binomialformel Newtons fur alle, ganz- 
zahlige oder nichtganzzahlige Exponenten. Wir untersuchen den Vorwurf mangelnder 
Strenge und zu groRen Vertrauens in Formalismen. den man den Mathematikern des 18. 
Jahrhunderts gemacht hat. Am Beispiel mathematischer Existenz- und Eindeutigkeitsfragen 
stellen wir einer Vorgehensweise innerhalb eines beschrankten Rahmens, selbst wenn er so 
ungenau wie derjenige der algebraischen Analysis ist, einen Wunsch nach Strenge gegenti- 
ber. Die Strenge ist nicht realisierbar. da sie in einem zu allgemeinen Rahmen angesiedelt 
ist. 0 1988 Academic Press, Inc. 
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I. POURQUOI AEPINUS? 
Si Aepinus conserve encore quelque renom aujourd’hui, il ne le doit guere a ses 
travaux purement mathematiques-une dizaine de publications en tout-mais a 
un ouvrage de 1759, Tentamen theoriae electricitatis et magnetismi [I]. 11 y tentait 
une premiere en offrant un expose raisonne de phenomenes Clectriques, expose 
base mathematiquement sur les actions a distance. Son nom reste aussi associe a 
l’electrophore et au condensateur. 
Et pourtant c’est le mathematicien Franz Ulrich Aepinus qui va nous interesser 
ici. Au-dela d’une curiosite pour une figure mineure, nous entendons revenir sur 
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l’habitude qui consiste a considerer les mathematiciens du XVIII”“” siecle, jus- 
ques et y compris le plus grand d’entre eux, L. Euler, comme bien peu motives 
par les problemes de fondements et allegrement juveniles dans leur traitement de 
l’analyse. Animes d’un allant analytique, la plupart de ces auteurs negligeraient 
les problemes de convergence lies aux series, se contentant de calculs formels, et 
n’hesiteraient pas a sauter d’une demonstration valable pour le seul cas des nom- 
bres entiers a une affirmation peremptoire portant sur les nombres reels, et, pour- 
quoi pas, sur les nombres imaginaires [2]. Si l’image ainsi fournie n’est pas glo- 
balement fausse, elle demande a Ctre focalisee avec plus de soin. Or le cas 
d’Aepinus nous offre une telle occasion inedite. Mathematicien ripuaire, Aepinus 
fut toutefois au fait de toutes les questions dtbattues, puisqu’il Ctait membre 
ordinaire dans la classe de mathematiques et d’astronomie de 1’AcadCmie de 
Berlin des 1755, alors qu’il venait juste d’atteindre la trentaine. Deux ans plus 
tard, en pleine guerre de Sept Ans [3], Aepinus gagna Saint-Petersbourg, lasse de 
la mentalite “francaise” de Berlin, et lut presque aussitbt a 1’AcadCmie de sa 
nouvelle ville un papier consacre a la formule du binome de Newton. 11 s’agit du 
Demonstratio generalis theorematis Newtoniani de binomio ad potentiam inde- 
finitam elevando. C’est ce travail que nous voudrions analyser-il parait seule- 
ment en 1763-car s’il suivait de pres les Institutiones calculi differentialis 
qu’Euler faisait publier a Saint-Petersbourg en 1755, il n’en temoignait pas moins 
d’un souci particulier de rigueur. Une rigueur qu’on pourrait qualifier d’alge- 
brique-notre propos est de peser cet aspect des chases-en tout cas une rigueur 
qui n’entendait pas se laisser entrainer par la magie du calcul des infiniment petits. 
Cet esprit particulier de rigueur est d’autant plus interessant qu’on connait les 
liens unissant vers cette Cpoque Aepinus et Euler. Par son amitie avec le fils sine 
d’Euler, Johann Albrecht, lui-m&me recemment admis comme membre de l’Aca- 
demie de Berlin sur proposition de Maupertuis [4], Franz Ulrich Aepinus, pro- 
pulse par Euler a la meme Academic, faisait partie du groupe de jeunes espoirs et 
de talents moins jeunes, mais affirm&, qu’Euler reunissait familierement dans sa 
maison de Berlin. Les autres ont nom Louis Bertrand, qui publiera plus tard un 
gros manuel destine a expliquer intuitivement les mathematiques [5], Johann 
Gottlob Lehmann le mineralogiste, Johan Carl Wilcke le specialiste de l’electri- 
cite, le futur academicien Stepan Rumovskii [6], etc. Et faisant vraisemblablement 
reference aux Tischreden de Luther lui-meme, Aepinus n’hesitera pas a parler de 
“Tischgesellschaft” [7] pour marquer la variete des sujets scientifiques Cvoques a 
la table d’Euler, et rendre l’enthousiasme des partenaires de ces conversations a 
batons rompus. La formule du binome fit vraisemblablement par-tie des propos 
&hang&, ainsi que la rigueur necessaire pour en obtenir une demonstration con- 
vaincante. En tout cas Euler sera pratiquement l’un des seuls a titer la demonstra- 
tion d’Aepinus et le fera, taraude par une mCme exigence de rigueur, lorsqu’il 
s’essaiera en 1774, a fournir un expose coherent de cette meme formule du 
binome [8]. 
Ailleurs [9], nous avons indique l’importance que revetait la formule du binome 
aux yeux des mathematiciens du XVIII”m” siecle. Une importance qui depasse 
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l’approximation de racines, ou un simple calcul pourtant riche d’applications 
geometriques ou arithmetiques, car la formule en vint a constituer un des piliers 
de 1’Analyse. Avec elle, en toute gCnCralitC, on pouvait acceder SU~ZS passage par 
le calcuE diffe’rentiet cm inte’grui, aux developpements en serie entiere tant de 
l’exponentielle que des fonctions trigonometriques. Aepinus le dit explicitement 
dans son travail: il connait l’enjeu [lo]: 
Notissimum, ac per universam analysin utilissimum theorema Newtonianum. . . 
Le cCkbre thCor&me de Newton, trbs utile dans le dkroulement de l’analyse tout 
entitre. . . 
Par cette formule du binome de Newton, avec le recours cette fois a la derivation, 
done au calcul differentiel, on accedait aussi a la formule de Taylor, selon une 
demonstration d’Euler [ 175.51. Ainsi on realisait l’algebrisation de l’analyse par de- 
veloppement de toutes les fonctions en un “polynome de degre infini” (voir 
[Houzel 1976; Dieudonne 19781). 
Presentement, notre propos n’est pas de souligner cette architecture mathe- 
matique qui est specifique de l’analyse algebrique. Nous voulons mesurer, grace Q 
Aepinus, la volonte de rigueur au milieu du XVIII”“” siecle, sachant bien que la 
rigueur elle-meme n’a de sens qu’entendue dans un contexte historique dond. 
L’aune pour mesurer Aepinus sur ce point ne saurait Ctre que la “rigueur eule- 
rienne” telle que manifestee dans [Euler 1748, 17551 ou [Euler 176807941. Mais, a 
contrario, d’autres demonstrations contemporaines peuvent nous indiquer les 
points forts ou faibles d’Aepinus dans cette recherche dune preuve “indubitable” 
(“ut nulli plane dubio locus relinquatur”, p. 29 du resume de l’article d’Aepinus). 
Nous procederons de la man&e suivante. D’abord nous decrirons succincte- 
ment le contenu du travail d’Aepinus, mais en termes d’aujourd’hui. Puis nous 
peserons sa volonte de rigueur, qui est clairement exprimee, en mettant en Cvi- 
dence le presuppose de base de la methode fonctionnelle quant au probleme 
d’existence et d’unicite tant des Ccritures que des solutions des equations fonc- 
tionnelles rencontrees. On pourra ainsi mieux comprendre l’apport d’Euler sur de 
telles questions, puisque ce dernier se r&f&e au cadre plus limite de I’analyse 
algebrique et domine ainsi I’enjeu de la formule du binome. Toutefois, nous pour- 
rons jauger le souci d’economie de la demonstration d’Aepinus, qui est une autre 
forme de rigueur, et indiquer ainsi une lignee de successeurs, oh l’on peut inscrire 
Euler et Lacroix. Enfin, nous reviendrons sur l’ambigui’te de la methode fonction- 
nelle relative aux problemes de “continuite”, une ambigui’te qu’Euler lui-meme 
ne saura pas lever: il faudra attendre Bolzano, Cauchy, et Abel au debut du 
XIX”“” siecle. 
II. DESCRIPTION MATHBMATIQUE SUCCINCTE 
DU TEXTE D’AEPINUS 
Aepinus part de ce que nous tcririons aujourd’hui sous la forme 
(x + 1)” = g0 A,&z)x~-~. (1) 
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Implicitement, il suppose tant l’existence que l’unicitt de ce developpement et ces 
hypotheses sont indispensables pour la bonne conduite de la demonstration. La 
variable x, apparemment, est reelle tandis que m designe une variable quelconque, 
Cventuellement complexe. 11 s’agit bien, pour chaque entier positif ou nul k, de 
determiner ces coefficients Ak(m) qui sont des fonctions de m. Cette determina- 
tion est obtenue par l’intermediaire prealable de relations fonctionnelles entre les 
coefficients Ak, relations deduites de certaines identites particulieres satisfaites 
par (x + 1)“. 
Ces identites sont les suivantes, D’une part, il y a la double Ccriture 
((2x + 1) + 1)” = 2m(x + I)“, (2) 
et d’autre part il y a la relation multiplicative des puissances 
(x + l)r+.’ = (x + l)‘(x + 1)“. (3) 
Cette relation (3), grace a l’unicite du developpement (1), induit en effet une 
relation fonctionnelle pour le coefficient Al 
Ah + s) = A,(r) + AI(S), (4) 
une equation fonctionnelle valable pour toutes les valeurs complexes de Y et de S. 
Au tours des § 9 a 16, Aepinus s’ingenie a montrer que cette equation (4), jointe a 
la condition A,(l) = 1, implique la seule solution 
A,(r) = r. (3 
Plus tot, lors des § 5 a 8, grace encore a l’unicite de (l), Aepinus tient seulement 
compte de (2) pour Ccrire un systeme infini d’equations fonctionnelles plus melan- 
gees que l’equation (4), et dont il deduit (par une recurrence explicitee seulement 
aux 620 a 23) que 
et 
Ao(m) = 1, (6) 
1 
Ak(m) = nA,(m)Al(m - 1) . . . A,(m - k + 1). (7) 
La forme des coefficients du binome est done trouvee, sous la plus grande genera- 
lite envisageable quant aux valeurs de l’exposant m. 
11 ne fait aucun doute au terme de ce resume mathematique que c’est la mPthode 
fonctionnelle qui oriente la preuve, c’est-a-dire la determination de fonctions a 
priori inconnues- ici les coefficients-au moyen d’equations portant sur ces 
fonctions, equations valables pour toutes les valeurs possibles des variables. Le 
programme est conforme a celui des deux Trait&s d’Euler [1748, 17.551. 
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III. UNE VOLONTfi DE RIGUEUR AFFIRMfiE, 
MAIS DANS QUEL CADRE? 
Dans son introduction, Aepinus affiche sa volonte: 
Ce n’est done pas saris raison que I’Auteur s’est fixe la t&he de construire une demonstration 
des principes qui fondent l’ensemble de cette Analyse [universehe de l’infini], et ce par les 
seuls elements de 1’ algtbre commune. 
Non inutiliter itaque collocauit laborem Auctor, cum demonstrationem fundamentalis huius 
totius Analyseos principii, idque per sola Algebrae communis elementa, condere aggressus 
est. 
Ainsi done, la regle du jeu est de ne pas faire emploi du calcul differentiel en se 
limitant a 1’ “algbbre commune”. Puis Aepinus annonce qu’il n’y aura pas de 
cercle vicieux dans sa demonstration, alors que le contraire serait surprenant pour 
un mathematicien. L’allusion a un cercle vicieux dans la demonstration de la 
formule du binome Ctait Claire pour un lecteur du XVIII’“” siecle. Euler [1774], et 
bien d’autres auteurs avant lui, avaient fait remarquer que la demonstration “dif- 
ferentielle” du binome en presentait un. En effet, cette demonstration reposait sur 
I’utilisation de la formule de Taylor d’une part, et sur la connaissance de la derivee 
de (1 + x)” d’autre part. Or, l’utilisation du binome de Newton apparaisait au 
prealable dans les demonstrations de ces deux formules. Aepinus resume la 
situation en disant: 
. Hint ii, qui eius veritatem in genere, Analysi infinitorum in subsidium vocata. demon- 
strare sunt conati, manifesto vitiosissimum circulum in ratiocinando commiserunt. 
Par suite, ceux qui se sont efforces d’en demontrer la veritt ont manifestement commis un 
cercle vicieux dans leur raisonnement, ayant fait appel pour y parvenir a I’Analyse de l’in- 
fini. 1 
Nous allons voir ici de quelle “algebre commune” Aepinus entend parler. 11 
pose 
(x + 1)" = Ax" + Bx m-l + Cx”-2 + Dx”-3 + . . . . (8) 
Intervient alors une remarque essentielle pour situer les buts du texte. Aepinus 
accepte l’objection selon laquelle rien ne prouve a priori l’existence d’un tel 
developpement pour (x + l)“, m &ant quelconque. 11 la contourne toutefois par 
l’argument suivant: 
S’il etait impossible en effet que (X + 1)” soit dtveloppe en une serie de cette forme, les 
calculs effectues pour chercher une solution conduiraient ainsi a cette impossibilite ($3). 
Si enim impossible foret, ut (X + 1)” per seriem eius formae, qualem habet exposita, explice- 
tur, ratiocinia, quibus solutionem tentabo, ipsa, hanc impossibilitatem detegent. 
Toute l’affaire pour Aepinus consiste done seulement a montrer que le calcul 
effectif des coefficients A, B, . . . est possible, independamment de toute preuve 
d’existence, ou d’unicite. 11 introduit meme a la ligne suivante l’idee, un peu 
biscornue, selon laquelle le critbre de reussite serait de ne pas tomber au bout du 
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compte sur un coefficient explicitement imaginaire. Cette remarque indique bien 
que x designe une variable reelle dans (1), mais comme m est a priori complexe, 
on voit ma1 ou serait la gene d’avoir un coefficient imaginaire. Le mot “imagi- 
naire” est vraisemblablement pris ici chez Aepinus dans le sens de quantite im- 
possible, qui invaliderait le calcul. 
Mais l’essentiel est dans le credo “positiviste”: un calcul, s’il est possible de 
l’achever, permet a lui seul d’affirmer l’existence de l’objet sur lequel Porte le 
calcul. Et l’unicite de l’objet calcule se deduirait de m&me de l’unicite Cventuelle 
du resultat calcule. 
En affirmant que l’objet donne par l’expression (8) est effectivement calculable, 
Aepinus se sent vraisemblablement Porte par le programme de la methode fonc- 
tionnelle. Cette methode est entendue en effect comme une extension de la resolu- 
tion des equations de l’algebre ordinaire. On pose en fonction inconnue ce que 
l’on cherche; on etablit les equations que cette fonction satisfait. Leur possible 
resolution affirmerait l’existence de ce qui est cherche. On oublie malheureuse- 
ment la verification que ce qui vient d’etre trouve convient exactement au pro- 
bleme pose. Certes, on saisit que l’objection logique a cette demarche parait 
inutile si, a chaque &ape, on a pris soin de verifier que l’on pro&de par Cquiva- 
lences logiques, allant d’equations en equations puis aux solutions, saris rien 
ajouter ou perdre. Outre que nous verrons que ces equivalences sont rien moins 
qu’assurees dans la pratique, il faut de toutes facons d’abord montrer la ualidite’ de 
la mise en equation initiale. 
On ne peut done pas tviter le probleme du sens a donner a priori a une expres- 
sion comme (8) quand bien meme un “calcul” permettrait de determiner la valeur 
des coefficients Ak. Aepinus Ccarte la difficulte et superpose a son calcul l’hy- 
pothbse implicite de l’unicite du developpement (8), unicite indispensable a sa 
demarche . 
11 nous semble que la “foi” d’Aepinus en ce credo du calcul fonctionnel-roi est 
largement partagee en son siecle et qu’elle signe une categoric de rigueur, a 
laquelle il serait vain de demander plus. Mais s’arreter a ce constat serait manquer 
un aspect essentiel. De fait, la seule mesure que l’on puisse prendre d’un auteur a 
l’autre, au sujet de la rigueur du XVIII”“” siecle, est dans la hardiesse de la 
generalite avec laquelle ce principe “positiviste” est utilise. 
Aepinus a la naivete de lui donner une extension generale, d’en faire le moteur 
de l’analyse, demarche ou l’on pose au depart ce qui est cherche: 
I1 y a une voye aux Mathtmatiques pour enquerir et rechercher la veritt, laquelle est dite 
avoir est.5 premitrement trouvee par Platon, et par Thton appelee Analyse; et d’icelles definie 
1’Assumption du requis comme concede, par les consequences au vray concede. (comme dit 
Vi&e [1591/1630/1986, chapitre 11) 
Aepinus est oublieux de la precautionneuse remarque de Pappus au livre VIII de 
la Collection mathe’matique [ 1 I]: 
En effet, supposant, darts I’analyse, que la chose cherchee est obtenue, on considbre ce qui 
derive de cette chose et ce dont elle est prectdee, jusqu’a ce que, reuenant sur ses pus, on 
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aboutisse a une chose dkj& connue ou qui rentre dam I’ordre des principes; et I’on nomme 
cette voie l’analyse en tant qu’elle constitue un renversement de la solution. 
Sur le plan CpistCmologique, il est essentiel de rappeler que la dkmarche analy- 
tique, justement prbnke par Vi&e, ne fait jouer en pratique, par la mise en Cqua- 
tion, que le domaine qualifik plus tard d“‘algbbre commune”. Ce vocable dCsigne 
tout ce qui concerne la manipulation et la thkorie des Cquations polynomiales. Or 
un tel domaine, plus ou moins bien ma&rise car il fait nkcessairement entrer les 
nombres complexes, est quand m$me nettement dClimitC. Et comme l’on ne doute 
pas que tout polyn8me ait au moins une racine, au moins complexe, comme 
1’Cnongait A. Girard [1629], les considkrations d’existence pour une solution B un 
probleme gComCtrique sont occultkes par la seule mise en place de 1’Cquation 
polynomiale le rkgissant. Le calcul effectif lui-m$me de la racine (ou des racines) 
peut n’&re rtklisable que par approximation, mais le procCdC m$me de l’approx- 
imation renforce l’existence objective de la racine cherchke. 
Avec l’extension de la mkthode fonctionnelle, qui de la determination d’une 
inconnue par des Cquations polynomiales passe B la caractkisation de fonctions 
par des Cquations fonctionnelles, le cadre algkbrique &late complktement au 
point que l’on ne sache plus oh se situent les fonctions inconnues. Et les p&au- 
tions relatives & l’existence des objets posCs devraient intervenir B nouveau. 
Aepinus n’y prend pas garde. Pas plus qu’il ne prend garde B l’hypoth&se d’unicitC 
du dkveloppement, qui est indispensable pour pouvoir Ccrire les equations fonc- 
tionnelles sur lesquelles reposent la solution du probkme posC. 
Dans Bertrand [1778], I’exemple de la formule du bin8me donne lieu & une 
discussion intkressante si on l’interpr&te 5 la lumikre du credo “positiviste” que 
nous venons de commenter. Ainsi, B la page 386, aprks avoir essay6 une dCmon- 
stration, l’auteur indique 
Que si cette preuve ne paraissait pas suffisante je dirais, que la supposition que an + nun-’ b + 
. . . etc continue d’ttre le vrai dtveloppement d’(a + b)“, lorsque n est imaginaire, sera 
dCmontrCe, s’il n’en dkoule que des consCquences justes. 
Bertrand rkalise une inversion du raisonnement par l’absurde, selon laquelle la 
non-contradiction serait supposke devoir entrainer l’assentiment. On sent que 
Bertrand aimerait qu’un argument philosophique g&&al vienne l’tpauler pour 
justifier une position qu’il sent faible mathkmatiquement, mais dont il pressent 
qu’elle est naturelle dans le cadre d’une explication analytique de la dkmarche 
scientifique. 11 aimerait trouver une bCnCdiction chez Condillac par exemple (voir 
[Dhombres 1982/1983]). 
Un skcle plus tard, Weierstrass dCmolira pkremptoirement une telle gCnCralitC 
du credo “positiviste” en attaquant une dkmarche suivie par Green, Dirichlet et 
Riemann. Ces derniers, quelques annCes plut tat, pour le probkme d’kquation aux 
dCrivCes partielles qui Porte nom de Dirichlet, s’ktaient content& de calculer la 
solution B partir de conditions d’un minimum r&&C par celle-ci, oubliant de 
montrer qu’un tel minimum existait bien [12]. En fait, ces mathkmaticiens se 
contentaient de verifier que des fonctions s’approchaient d’autant qu’on le voulait 
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de ce minimum, de la meme facon qu’on s’approche d’autant qu’on le veut de la 
racine d’un polynome. Weierstrass attaqua au bon endroit. 
Dieses lasst sich aber aus den von Dirichlet gemachten Voraussetzungen keineswegs folgern, 
sondern es kann nur behauptet werden, dass es fur den in Rede stehenden Ausdruck eine 
bestimmte untere Grenze giebt, welcher beliebig nahe kommen kann, ohne sie wirklich errei- 
then zu miissen. Hiemach erweist sich Dirichlet’s Schlussweise als hinfallig. 
PrCcisCment, le cadre polynomial est garant du succes, grace a l’existence d’une 
racine, alors que lorsque ce cadre s’elargit, le garant disparait aussitot. Le credo 
“positiviste” aura done une vie assez longue. Mais revenons au XVIIIeme siecle. 
Quelques auteurs du siecle des Lumieres, comme Euler et Lacroix, montrent 
toutefois une certaine prudence et posent une extension raisonnable du cadre 
algebrique polynomial, en parlant d’analyse algkbrique. Cette analyse traitait de 
polynomes, mais aussi de generalisations de ces polynbmes avec un degre infini, a 
savoir les series entieres, c’est-a-dire les expressions a Ccriture infinie, saris d’ail- 
leurs (du moins dans les aspects theoriques) que l’on voulut donner a cette notion 
une signification numerique qui pourrait se manifester par la convergence de 
l’expression 
ao+a,x+a~x~+a~3+~~~+a,x”+. . . 
Un Euler, beaucoup plus avise qu’Aepinus, dans la meme situation de la for- 
mule du binome, fait reference au cadre de l’analyse algebrique pour assurer 
l’existence a priori des coefficients A, B, C, . . . , de la formule (8). Du coup, 
l’hypothese d’unicite du developpement, qui est une generalisation naturelle de- 
duite du cadre polynomial, fait partie de ce que l’on pourrait, un peu abusivement, 
appeler l’axiomatique de la theorie. Pour Euler, c’est cette theorie g&r&ale de 
l’analyse algebrique dans laquelle s’insere le probleme pose qui fournit la garantie 
“ontologique” [ 131. Certes Euler [ 17481, a l’impression d’avoir fourni les regles de 
fonctionnement de cette “analyse algebrique” et de les avoir suffisamment justi- 
likes. Le caractere algebrique de 1’ “analyse algebrique” d’Euler Porte sur les 
manipulations des series entieres, envisagees dans le prolongement nature1 des 
manipulations sur les polynomes. Les proprietes des polynomes interviennent 
encore en “analyse algebrique” quand il s’agit de traiter ce que l’on peut con- 
siderer comme une algebre de l’infiniment grand. En effet, si la variable est infini- 
ment grande, un polynome est alors equivalent a son terme de plus haut degre. Et 
Euler raisonne modulo tous les termes de degre inferieur, en usant ainsi d’une 
veritable algebre dont les regles sont explicites. L’analyse dans “l’analyse alge- 
brique” ne joue vraiment son role que pour la representation de tout nombre reel 
comme produit d’un infiniment grand par un infiniment petit. Tels sont les moteurs 
de “l’analyse algebrique” qui permet a Euler de calculer sur l’exponentielle, les 
logarithmes ou les fonctions trigonometriques. Le handicap de cette theorie est 
dans sa liaison avec le calcul differentiel et integral, une liaison qui reste encore 
trop floue comme Euler le rep&e d’ailleurs. 
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Quoique I’on puisse penser des justifications d’Euler, et ceci d&s son Cpoque, il 
importe de constater que son comportement n’est pas aveugle: au contraire il a le 
gros avantage de signaler explicitement le cadre architectural, limit6 mais p&is, 
qu’il s’agira de dresser en toute rigueur lorsque les temps seront m&s. Pour 
recuperer a ce moment-la tous les resultats d’Euler [1748, 17551, il suffira de 
justifier l’analyse algebrique d’une part, et la notion de differentielle d’autre part. 
Cauchy realise ce programme de justification: son tours (Cauchy [1821]) s’inti- 
tule effectivement Cours d’analyse algkbrique. Si Cauchy n’y Cvoque pas les 
differentielles, il se donne les moyens de les aborder correctement grace aux 
limites. Cette vision “constructive” d’Euler, mais dont la realisation correcte est 
repoussee a d’autres temps, fait defaut a Aepinus. Elle fera encore defaut a Green 
et a Dirichlet au XIXeme siecle! 
On peut juger l’attitude d’Euler de faGon plus cynique et la considerer surtout 
comme une Clegante faGon de repousser fort loin le probleme des fondements du 
Calcul (voir [Grabiner 1981; Grattan-Guinness 19701). Euler se contenterait de 
faire que le mathematicien “praticien” ait les coudees franches. 
IV. UNE RIGUEUR DAN L’fiCRITURE ET UNE 
BCONOMIE DE MOYENS 
Rigoureux, c’est-a-dire complet en l’occurrence, Aepinus essaie de l’etre 
lorsqu’il traite du systeme infini d’equations fonctionnelles reglant les coefficients 
Ak(m) pour k 2 0. Les notations sont celles introduites avec la relation (1) mais ce 
ne sont pas celles d’Aepinus. Selon l’usage du XVIIIkme siecle, il ordonne les 
coefficients de la formule (8) dans l’ordre alphabetique: A pour ce que nous avons 
note Al, B pour AZ, C pour A3, etc. . . . Cette Ccriture offre des difficult& 
pratiques pour l’explication de la demonstration ulterieure par recurrence, et 
Aepinus est contraint de decrire ce qu’il ne sait pas Ccrire. Toutefois, l’ecriture se 
retrouve Clegante et originale sur la dependance du coefficient en la variable m, 
dependance qui est notee en puissance selon A”, B”, Cm, etc. . . . C’est com- 
mode pour la recurrence: 
Unde probe notandum, nisi aliud monuerim, expressiones huiusmodi A’, B’, c’, . , hit 
mihi non denotare, ut alias solent, potentias istas harum literarum, A, B, C, , neque r hit 
esse exponentem potentiae. sed indicem, ex quo, ad quemnam ipsius m valorem quoduis A, 
B, C, pertineat, determinatur. 
I1 faut noter que, sauf indication contraire de ma part, les expressions A’, B’, C, . . , 
n’indiquent pas pour moi, comme elles le font pour d’autres, les puissances de ces lettres A, 
B, C, et que r n’est pas ici l’exposant de la puissance. C’est l’indice a partir duquel on 
determine la valeur de m a laquelle se referent A, B, C, . (04) 
Apres avoir calcule explicitement les coefficients lorsque k = 2 et k = 3, 
Aepinus induit la formule generale. Mais huit paragraphes plus loin, en fin de 
texte, Aepinus revient a l’assaut pour prouver explicitement la rtkn-rence afin 
“d’effacer la tache laissee par l’induction sur laquelle elle s’appuie en partie” (“ut 
ab inductionis, cui ex parte innititur, labe, immunis reddatur”). Telle attitude 
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n’etait gubre frequente au XVIIIeme siecle, et souvent Euler lui-meme laisse aux 
lecteurs le soin de demontrer la recurrence sur le terme general, se contentant des 
premiers cas [14]. On est alors un peu surpris d’entendre Euler reprocher un peu 
trop d’induction a Aepinus [15]! Car sa demarche a de la vigueur. En notations 
modernes, il s’agit de tirer parti de la relation (2), a partir de l’ecriture (1). Soit 
8 2mAr(m)xm-’ = c Ak(m) (2’ A,(m - k)2m-iiixm-9. 
k=O I=0 
En posant Y = 1 + k au second membre, puis sommant d’abord en 1 de 0 a T, on a 
i 2mAl(m)~m-r = c 5 A,&m)Al(m - r + 1)2m-rxm-r. 
r=O r=O I=0 (9) 
Comme pour les polynomes, on peut alors identifier les puissances semblables de 
x dans les deux membres: cette identification est la raison d’etre de l’analyse 
algebrique et utilise bien stir l’unicite du developpement. 11 vient 
I=t- 
2”A,(m) = 2”-’ z A,.Jm)Al(m - r + I). 
Ou encore 
I=i- 
2”A,(m) = 2”-’ c A,(m)A,-/(m - 1). (10) I=0 
Sans peine, on deduit Adm) = 1, AZ(m) = (lM)Al(m)Al(m - l), Adm) = 
(l/(2 . 3))A,(m)A,(m - l)Ai(m - 2), etc. . . . Mais le coefficient A,(m) ne peut 
Ctre specific au terme de cette dtmarche. La question est done seulement d’expri- 
mer Ak(m) a partir de Al(m). Aepinus s’y emploie grace a une recurrence sur 
I’entier Y que nous allons decrire en detail: il a entre temps montre, et nous y 
reviendrons, que A,(m) = m. 
Aepinus suppose done, pour toute valeur de m, que pour tout entier k inferieur a 
Y, on ait 
A/c(m) = 
m(m - 1) * . . (m - k + 1) 
1.2. . . . .k ’ (11) 
Ce qui revient a admettre la validite de l’ecriture du binome pour toute variable m 
jusqu’au coefficient A,-1 inclusivement, c’est-a-dire pour les r premiers termes 
(920). Resultat a priori peu utile, sauf si l’on sait que cette ecriture n’a pas d’autres 
termes inconnus. Or tel est le cas avec m = r, pour (1 + 1)’ puisque l’ecriture n’a 
que r + 1 terms dont le dernier, comme le premier, est 1. Soit 
i=r 
(1 + 1)’ = 2 Ah% (12) 
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En particulier 
l=r- 1 
2’ - 2 = c A/(r). 
/=I 
Des lors, il reste a utiliser (lo), en tenant compte de A&n) = 1. Soit en divisant 
tout par 2” 
i=r- I 
(2’ - %4,(m) = 2 A/(m)&/(m - 0. (13) 
Mais donnons en contrepoint l’ecriture meme d’Aepinus pour que l’on puisse se 
rendre compte de la relative difficulte dans le maniement des notations: 
(2’ _ 2)7’” = B”S”-1 + CmRm-2 + . . . + RmCm-r+2 + &n-r+,. 
Aepinus interprete le terme general MmNm-’ en comptant explicitement a partir 
du terme B-premier terme apt-es A-ou du terme S-premier terme avant T. 11 
constate ce que l’ecriture moderne, 
A/(m)&-rh - 0, 
resume fort bien. Comme il a mis la variable m en exposant, on le sent tout proche 
de cette Ccriture moderne indexee dont Lacroix diffusera plus tard l’usage [La- 
Croix 17971. Puisque 1 I 1 5 r, on peut utiliser (11) pour le calcul de Al(m)I 
(m - 1) selon 
Al(m)A,&n - I) = 
m(m - 1) * * * (m - I+ 1) (m - I) . . * (m - r + 1) 
1.2 . . . . . 1 * 1.2 . . . . . (r-j) 
m(m - 1) . . . (m - r + 1) 
= 
Soit en utilisant a nouveau (11) pour l’expression de Al(r) 
(14) 
/=r- I 
c Al(m)A,-l(m - 1) = mh - ‘) ’ ’ . (m - ’ + I) ‘2’ Al(r) 
1.2. . . . .y (15) I=1 /=I 
D’ou, grace 8 (12) et (13) le resultat 
A,(m) = 
m(m - 1) . . . (m - r + 1) 
1.2. . . . .r . 
Ce resultat termine la demonstration d’une recurrence rondement et complete- 
ment menee. La rigueur de l’expose est d’autant plus manifeste que l’on n’a pas 
utilise, dans cette preuve, la validite de la formule du binome pour un exposant 
entier: il y a done Cconomie des moyens mis en oeuvre et cette Cconomie signe un 
aspect classique de la rigueur en mathematiques (cf. [Dhombres 1987a, 1987bl). 
La plupart des demonstrations contemporaines [16] de la formule du binome 
pro&dent au contraire en deux temps: d’abord la preuve du cas d’un exposant m 
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entier (ce qui, avec (l), fait rester dans le cadre polynomial), puis s’appuyant sur 
cette preuve, le passage d’une toute autre nature B un exposant plus g&&al. 
L’exemple typique d’une telle dkmarche est don& par Euler [1774]. Pour la 
validit de la preuve d’Euler, le cas du bindme B exposant entier est vital, puisqu’il 
s’en sert pour ensuite faire usage d’un principe polynomial de permanence des 
formes. 
Cette “Cconomie” est d’autant plus notable [I71 chez Aepinus, qu’Euler [I7741 
lui fait insidieusement reproche d’en manquer, mais sur un autre aspect de sa 
dkmonstration. 11 regrette que tout en restant dans le cadre de la mkthode fonc- 
tionnelle, Aepinus ait choisi d’employer deux relations aussi dissemblables for- 
mellement que les relations (2) et (3), pour dkterminer les coefficients Ak(m): 
I1 (Aepinus) a obtenu par une mCthode fort ingknieuse les valeurs d’un certain nombre de 
coefficients A, B, C, etc. . . De leur concordance avec la s&ie de Newton, sans doute 
aucun, s’il a pu conclure justement que tous les autres coefficients seraient conformes & cette 
r&gle, il faut bien voir que cette belle dkmonstration s’appuie beaucoup sur I’induction. 
D’autre part, il convient de noter que le second coefficient B n’est pas determink par cette 
m&hode, mais le devient grke & d’autres conditions qui sont fort absconses et obscures. 
Ce recours simultank B deux relations diffkrentes lui parait superflu pour mener B 
bien la preuve. Euler sera entendu par S. F. Lacroix qui, quarante ans plus tard. 
refusera des particularisations de l’kquation fonctionnelle de l’exponentielle (3) 
(par exemple avec r = s ou Y = ks, k entier). 
J’aurais pu parler aussi d’une propri&C plus simple pour determiner le developpement de u’, 
employer, par exemple, I’kquation a> = aTar; mais I’Cquation axau = u’+~, qui comprend la 
prtkCdente, est plus g&&ale, et renferme toutes les propriMs dont la fonction a’ est suscep- 
tible, parce qu’elle en exprime la definition la plus Ctendue, et la settle qui prkente un sens 
lorsque la variable x est imaginaire. [Lacroix 1797/1810-18161 
La remarque d’Euler explicitke par Lacroix va loin: puisque (3) est manifeste- 
ment la relation clef, qu’elle joue sur un produit, c’est d’elle dont il faut partir car 
elle “caractkrise” la dkpendance de (1 + x)” en m. Autrement dit, fondamentale- 
ment, il vaut mieux partir du second membre de la formule du bindme 
m(m - 1) 
l+mx+ 1 2 x2+...+ 
m(m - 1). . . h - k + 1) xk + . . . 
1.2. . . . .k 
et v&tier que ce second membre satisfait la relation fonctionnelle produit. Voil& 
le programme d’Euler, qu’il realise dans Euler [ 17741, et qui donnera la rkussite du 
tours de Cauchy [1821]. 
Ce souci explicite d’bltgance mathkmatique et “d’kconomie” chez Euler signe 
une conception architecturale que nous avions dejja signalke en expliquant l’ana- 
lyse algkbrique. Lorsqu’on s’attelle B une dkmonstration mathkmatique, surtout si 
elle est destinke ti Ctablir le pilier d’ une thborie, il ne convient pas de prockder par 
astuces, mais il faut mettre en evidence le vkitable centre. Un tel souci manifeste 
done la maturitk de la thkorie, c’est-&dire de l’analyse algkbrique. 
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Mais Aepinus a su lui-aussi faire preuve d’un tel souci en traitant d’un seul coup 
le cas d’un exposant m, entier ou non, alors que Euler [1774] doit traiter deux 
demonstrations bien distinctes. 
Un dernier Clement notable de rigueur chez Aepinus est beaucoup plus positif: 
apres avoir demontre la formule du binome de Newton dans le cas d’un exposant 
reel, il reprend toutes ses demonstrations afin d’envisager le passage a un expo- 
sant complexe et conclut d’abord a une difficulte (014) 
I1 n’est pas cependant possible de I’appliquer a des valeurs imaginaires comme on pourrait le 
supposer imprudemment. 
. . . , adplicari tamen ad imaginarios non potest, ut incautius agens supponere quis posset. 
11 croit pouvoir lever la difficult6 au § 15. En l’occurrence, ce souci de ne pas 
induire formellement a partir du cas reel vers le cas complexe, est une demarche 
neuve, qui trouvera un echo plus tard chez Cauchy [1821] dont nous citons un 
extrait des lignes introductives. 
11 est vrai que, pour rester constamment tidele aces principes, je me suis vu force d’admettre 
plusieurs propositions qui paraitront peut-etre un peu dures au premier abord. Par exemple, 
j’tnonce . . . dans le Chapitre IX que, si des constantes ou des variables comprises dans une 
fonction, apres avoir et6 supposees reelles. deviennent imaginaires, la relation a I’aide de 
laquelle la fonction se trouvait exprimee, ne peut @We conservee dans le calcul qu’en vertu 
d’une convention nouvelle propre a fixer le sens de cette notation dans la derniere hypothese. 
Euler, comme tant d’autres au XVIII’me siecle, n’avait pas de tels scrupules, et 
passait saris vergogne du cas reel au cas complexe. La cadre restreint de l’analyse 
algebrique suffisait-il a justifier Euler, au moins a ses propres yeux? On doit le 
croire puisque I’analyse algebrique manipule des generalisations des polynomes, 
et que pour ces derniers le bon cadre est celui des nombres complexes. Mais on se 
doute des difficult& soulevees lors de calculs sur les logarithmes complexes par 
exemple (cf. [Verley 1975, 1978; Agostini 19221). 
V. UNE MBTHODE ET SES AMBIGUITBS 
La methode fonctionnelle que met en branle Aepinus repose, dans le cas 
present, sur les identites (2) et (3), traduites de l’bcriture (l), ou plutot (8). Na- 
turellement, pas plus que chez les contemporains, aucune precision de conver- 
gence n’est fournie. C’est l’analyse algebrique! 
L’unicite du developpement (8), autre jeu de l’analyse algebrique, est naturelle- 
ment cruciale, meme sous cette forme en puissances decroissantes de x. A dire 
vrai, le passage de x en I/x arrangerait tout puisque xm se mettrait en facteur, m 
n’etant pas necessairement entier, et que l’on aurait alors une serie entiere usuelle 
en l/x. Les auteurs ulterieurs, Euler, Lacroix ou Cauchy, developperont (1 + x)” 
selon les puissances croissantes [ 181. 
Nous avons envisage le traitement complet de (2), c’est-a-dire de (10). Reste 
celui de (3), engrange dans (4). C’est la que la methode flanche (011). Gardons les 
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notations d’Aepinus. 11 s’agit de rksoudre 
B’+” = B’ + B” (16) 
Son vocabulaire est bien adapt& et renoue avec une tradition des dCbuts fonction- 
nels les plus porteurs. Aepinus parle de rkponse B” & la variable s et constate 
qu’une progression arithmktique de raison s est transformke par B en une progres- 
sion, Cgalement arithmktique, dont la raison cette fois est B”: 
, si m sumantur in progressione arithmetica, progrediente secundum denominatorem s, 
fore B respondientia, itidem in eiusmodi progressione, habente denominatorem B”. Quodvis 
itaque B erit ad respondens suum m in ratione constante. 
. . si m est pris dans une progression arithmktique de raison S, les rkponses B seront aussi 
dans une progression de ce genre, de raison BJ. C’est pourquoi quel que soit B, m et sa 
rkponse auront un rapport constant. (§I 1) 
Aepinus retrouve naturellement ainsi, & propos de la fonction lirkaire caractkri- 
sCe par la Constance d’un rapport, l’accent des mathkmaticiens du XVIIkme sikcle 
travaillant avec les logarithmes: la fonction logarithme est celle qui permet de 
passer d’une progression gComCtrique B une progression arithmktique [ 191. De ce 
premier rksultat d’Aepinus, il faut sauter & la Constance du rapport de B” B m. 
C’est 18 que l’embrouille apparait. Partant de la Constance de B%s par rapport ti 
la seule variable en&e n, pour s fix6 mais infiniment petit, Aepinus croit en 
dkduire celle du rapport B”lm par rapport B la variable m elle-mbme. Cette faute 
d’homogCnCitC oti l’on passe des entiers B tous les nombres rCels sera maintes fois 
rCpCtCe au XVIII”“” siikle, malgrC la mise en garde t&s g&&ale d’Euler [ 17741, et 
au dkboire de quelques mathttmaticiens comme Legendre dans son ardeur B 
prouver l’axiome des parallbles [20]. L’erreur est kiment en Cvidence dans le 
prksent texte et 1’intCrCt rCside dans la justification fournie. Celle-ci, on s’en doute 
bien, dkniche de l’infiniment petit et de la “continuitk”. Puisque le nombre s est 
un infiniment petit, ns parcourerait tous les nombres rCels lorsque n varie selon les 
entiers relatifs. 
. ) transeundo per continuum, comprehendet omnes valores reales ipsius m, . 
En passant de fason continue, elle prendra toutes les valeurs rkelles de m. 
Autrement dit, Zs coinciderait avec l’ensemble R des rCels lorsque s est un infini- 
ment petit ! Ne sursautons pas trop ! Dans l’lntroductio in analysin injinitorum 
d’Euler, le moteur vkritable “des infinis”-et celui de l’analyse algtbrique par 
consequent- consiste B Ccrire tout rCe1 x comme produit d’un infiniment petit par 
un infiniment grand, c’est-&dire ce que nous notons: 
x = lim n(xln). (17) n-m 
Une Ccriture qu’Euler dkcompose sans risque apparent selon 
x=n*o (18) 
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on n est un infiniment grand et w (=x/n) un infiniment petit. Aepinus a l’impression 
de s’inscrire dans le cadre mCme de l’analyse algebrique avec son identification de 
Zs et de R. Malheureusement, ce faisant, il passe du point de vue ponctuel 
d’Euler, l’ecriture d’un seul nombre reel x avec n et w, a celui de tout nombre reel 
mais a partir d’un m&me infiniment petit w. En allant au-de18 de la representation 
d’Euler, Aepinus doit seulement avoir l’impression d’en tirer tous les fruits (P 10 
et 11). Et Euler a du sentir en 1774 la nature du principe de l’erreur d’Aepinus, 
puisqu’il parle de conditions” absconses et obscures.” 
Cette erreur d’Aepinus, selon nous, met en lumiere true l’ambigu’ite de la 
methode fonctionnelle d’Euler. Sans risque chez le maitre, la formule (18) en 
presente de grands chez les disciples car le calcul sur les limites n’est pas suffisam- 
ment degage. L’algebrisation de ce calcul est encore sommaire, car trop like au 
comportement “algebrique” des polynomes lorsque, par exemple, on ne prend 
que le terme de plus haut degre si la variable devient infiniment grande. 
On notera effectivement dans le cas present que le resultat d’Aepinus des 0 10 et 
11 est facile, sinon evident, si l’on sait a priori que Bm est fonction polynomiale de 
m. En effet, le raisonnement par homogeneite est validable: si pour un nombre 
constant X on a Bns = )cns pour tout entier relatif 12, grace au nombre fini de racines 
d’un polynome tel que la fonction B, on deduit B"" = bus pour tout x reel, et done, 
comme souhaite, que B" est fonction lineaire de x. Certes A depend a priori de s, 
mais il en depend de facon polynomiale, et on a alors X(s) = h(ns) et done pour la 
meme raison que precedemment A est a priori constant. Notons bien que ce 
raisonnement n’a pas besoin d’utiliser le passage, d’ailleurs facile, par un quotient 
quelconque d’entiers (nombres rationnels). Aepinus ne suggere pas un tel passage 
et il n’est pas le seul auteur du XVIIIkme siecle a sauter des entiers aux reels sans 
l’intervention explicite des rationnels [217. Nous tenons meme que le passage par 
les rationnels pouvait apparaitre inutile a ceux des auteurs soucieux d’economie. 
Ce passage n’a de sens que si, comme Cauchy, l’on dispose a la fois d’une vue 
“topologique” des reels par densite des rationnels, et d’une regularite, comme la 
continuite supposee sur la fonction inconnue B. Le procede est bien plus simple si 
la “regularite” presupposee, voire inconsciente, d’une fonction est un comporte- 
ment polynomial. De P(x)lQ(x) = 1, Cgalite supposee vraie pour une infinite de 
valeurs de x, par exemple tous les entiers, pour des polynomes P et Q, on deduit 
aussitot l’identite P/Q = 1. Voilh un moteur de dkmonstration au XVIIQme siecle 
(cf. [Dhombres 1986a]). 
Ajoutons, pour Ctre complet, qu’au 0 13, done apt-es avoir demontre la validite 
de l’identite Bm = m pour tout reel m, Aepinus parait soudain bien proche de la 
continuite selon la definition a venir de Cauchy, en la realisant d’ailleurs en un 
seul point. Son probleme n’est plus du tout de confirmer la formule B"lrn = 1, 
mais seulement d’affirmer que cela doit aussi s’entendre en 0, et avec B" = 0 que 
Be/O vaut encore 1. 11 veut convaincre 
Pour ceux qui douteraient encore de la v&it6 de cette affirmation, ce qui suit les convaincra 
facilement . 
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Nous citons entierement Aepinus, mais en traduction francaise seulement. 
Puisque, n’est-ce pas, s comme B’ peuvent &tre donnts aussi peu diffkrents qu’on le veuille 
de 0 comme de B”, on donnera s et B” dont le rapport s’kloignera aussi peu que possible du 
rapport de 0 B B”. Mais le rapport de s B B” demeure toujours kgal I : I. 
La continuite au sens moderne de B”ls est done utilisee en 0: mais elle vient aprPs 
la preuve du caractere lineaire de la correspondance entre B et la variable et son 
but est simplement de justifier un comportement en O/O. 
On peut done clairement constater que B est tellement fonction de m que non seulement tn et 
B” s’annulent en mCme temps. mais encore qu’ils s’annulent dans un rapport d’kgalitk. 
Aepinus au fond reprend une preuve classique dans le calcul differentiel pour 
expliquer des cas indetermines O/O et une preuve souvent fournie dans les manuels 
avec precisement des polynomes, tant au numerateur qu’au denominateur. 
La difficult6 de l’emploi de la methode fonctionnelle reside dans cette contra- 
diction entre une definition de la fonction qui se doit d’etre tres get&ale, au-de18 
des seuls polynomes, et un presuppose qui assure a la meme fonction un com- 
portement de nature polynomiale. Le cas d’Aepinus est convaincant sur les ambi- 
gui’tes de la methode fonctionnelle eulerienne, inconvenients qui sont autres que 
ceux habituellement signales par la simple manipulation des series et des infinis. 
D’autant plus convaincant qu’Aepinus se lance avec audace dans la resolution de 
l’equation fonctionnelle (16) lorsque la variable n’est plus seulement reelle. Cette 
fois, meme avec un infiniment petit reel, Aepinus est conscient que Zs ne recouvre 
pas tout le champ complexe C, puisque Zs reste inclus dans le champ reel. Et au 
014, Aepinus constate que l’on ne peut trouver d’infiniment petit s, meme com- 
plexe, tel que Zs puisse coincider avec C. Aepinus s’en sort cependant par le 
meme argument fautif d’homogeneite (015) a partir d’une generalisation de (18) 
pour un nombre complexe x quelconque [22]. 11 n’ y a aucun lieu de s’en Ctonner si 
l’on admet notre Cclairage puisque la justification “polynomiale” de l’argument 
d’homogeneite vaut autant pour le cadre reel que pour le cadre complexe. 
VI. CONCLUSION 
Quand un article prend la demonstration d’une formule que tout le monde 
connait comme but a atteindre, la rigueur de l’auteur mathematicien est forcement 
au rendez-vous. C’est une occasion a saisir pour l’historien que les differentes 
formes de rigueures intrigue et aussi avons-nous profite d’un texte d’Aepinus de 
1763 se proposant la demonstration de la formule du binome de Newton pour des 
exposants quelconques. 
Aepinus ne manque pas d’ambition, puisqu’il s’attaque aussi bien au cas des 
exposants complexes, ce que n’osera pas faire Euler au tours de ses diverses 
tentatives ulterieures, du moins celles n’utilisant pas le calcul differentiel. Mais 
pour cet emploi rodait la tres mauvaise reputation d’un cercle vicieux. 
Aepinus estime avoir les moyens de son ambition puisqu’il pense mettre a profit 
la methode fonctionnelle, qu’Euler avait naturellement deduite de la dtmarche 
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analytique. 11 entend trouver avec Cconomie la valeur explicite des coefficients du 
developpement en serie entiere de (1 + x)” sans meme passer par le cas connu 
d’un exposant entier m. Des proprietes fonctionnelles de (1 + xP, il deduit les 
equations fonctionnelles que doivent satisfaire tous ces coefficients et entreprend 
de resoudre toutes ces equations. 11 distingue soigneusement pour ce faire le cas 
d’un exposant reel de celui d’un exposant imaginaire, refusant de se laisser con- 
duire, ou berner, par un recours au point de vue formaliste. I1 mene a son terme un 
delicat raisonnement par recurrence et met et place des notations commodes et 
originales. 
La rigueur est au rendez-vous et on est loin des reproches usuels sur le forma- 
lisme des mathematiciens du XVIII’“” siecle. Sa resolution des equations fonc- 
tionnelles est raisonnable, voire tout a fait rigoureuse, a condition d’admettre a 
priori une regularit des fonctions inconnues en jeu. La regularit de ces fonctions 
nous parait etre un presuppose de comportement polynomial, bien plus qu’une 
continuite en notre sens moderne. 
Quelle que soit d’ailleurs la nature de ce presuppose, son existence meme 
viciait la methode fonctionnelle et laissait subsister un sentiment de malaise que 
Cauchy sera le premier a Cradiquer. 
Et de facon Ctonnante, c’est le trop grand souci de rigueur d’Aepinus qui cause 
sa perte. Son article ne sera pas repris et s’il fut comment6 par Euler, dont il Ctait 
l’ami, ce dernier proposera de toutes autres demonstrations, dont une en 1774 sera 
riche de promesses. Aepinus entend tout prouver ab ovo. 11 justifie l’existence du 
developpement en serie de (1 + x)” et m&me son unicite, par un calcul pourtant 
base precisement sur cette existence et qui requiert fondamentalement cette uni- 
cite. 11 depasse I’analyse algebrique des infinis d’Euler sur la representation de 
tout nombre reel comme produit d’une quantite infiniment grande par un infini- 
ment petit. Trop, c’est trop ! La rigueur mathematique n’a pas cette volatilite: elle 
exige un cadre de reference precis au sein duquel elle puisse se deployer. En 
dehors d’un tel cadre, on ne peut qu’aller a des sophismes. 
Euler le sait bien qui a d’abord defini ce cadre de reference avec l’analyse 
algebrique, dans laquelle s’inscrit naturellement le presuppose polynomial dont 
nous parlions sur les fonctions. Son article de 1774 part a priori du developpement 
attendu en serie de (1 + x)” et cherche a Ctablir l’egalite de ce developpement a 
(1 + x)~. Euler restreint done l’ambition initiale d’Aepinus: on doit connaitre a 
l’avance ce que l’on cherche. Mais ce faisant il y gagne, outre certaines innova- 
tions, une preuve plausible qu’il est possible de mettre en rigueur. 
Aepinus ne se r&out pas a cet effort de restriction: il fait trop de voltige, sans 
filet. Cela ne manque toutefois pas de panache et son article reste instructif pour 
l’historien et le mathematicien, comme nous esperons avoir su le dire. 
NOTES 
1. Livre pub12 k Saint-Pttersbourg en 1759. Une traduction anglaise existe depuis 1979, due B P. J. 
Connor. On la trouvera dans le livre dont I’auteur principal est R. W. Home [Aepinus 19791. Ce livre 
contient une longue notice biographique que nous avons utiliste, ainsi qu’une bibliographie riche. 
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Contentons-nous ici de quelques traits de la vie mathematique d’Aepinus, alors que l’essentiel de sa 
carriere scientifique se situe ailleurs. 11 naquit a Restock le 13 Decembre 1724 et mourut a Dorpat 
(actuellement Tartu, en Estonie) le 10 AoDt 1802. Son grand-p&e avait hell&rise son nom (Hoch). 
Enseignant les mathematiques a Restock, Aepinus publia d’abord divers articles, sur les equations aux 
derivtes partielles, sur les logarithmes, sur l’integration des fonctions trinomes, sur les equations 
polynomiales, et sur les quantites negatives. 11 annonca aussi une preuve nouvelle de la formule du 
binome de Newton en 1752.11 avait CtC essentiellement forme en mathematiques par un professeur de 
1’Universite de Jena, G. E. Hamberger. C’est au contact de son elbve, le Suedois Wilcke, qu’Aepinus 
s’interessa a l’electricite, domaine qui sera son centre d’activite privilegie apres son installation a 
Saint-Petersbourg. Le livre d’Aepinus sur l’tlectricite, qui fut influent pendant longtemps, possede une 
armature mathematique nettement plus importante que celle en usage dans les manuels de physique du 
XVIII”me siecle. Mais Aepinus ne reviendra qu’occasionnellement a des travaux mathematiques, et le 
texte que nous allons ttudier, qui fut publie a Saint-Petersbourg en 1763, represente plutot la tardive 
mise au point de travaux effect&s pendant son sejour a Berlin, notamment dans l’environnement 
d’Euler. Apres 1767, Aepinus ne se livra plus a des recherches scientifiques, &ant implique a la Cour, 
d’abord comme precepteur du prince imperial, le futur tsar Paul, puis de plus en plus par des fonctions 
politiques ou diplomatiques. L’imperatrice Catherine II, sensible a la reputation d’excellent professeur 
de notre heros, lui avait demande en 1783 un projet de rtforme du systeme Cducatif, comme elle l’avait 
fait auprts de Diderot. Des deux projets, il ne fut guere tenu compte: il faut noter qu’Aepinus insistait 
sur les Normalschulen alin de former au prealable des enseignants. On trouvera dans les references 
une liste de publications mathematiques d’Aepinus. 
2. J. V. Grabiner [1981] dit ainsi (Chapter 2, in the section on the unimportance of rigor in 18th- 
century analysis): 
Thus, it would be fair to describe much of the activity of mathematicians of this period [18th 
century] as the exploitation of the power of symbols for the purpose of solving problems. 
Voir cependant, pour les fondations du calcul, le point de vue different de A. P. Youschkevitch, P. 
Costabel et R. Taton dans C. C. Gillispie [1979]. Nous tentons de peser ces deux points de vue sur 
l’exemple d’Aepinus. Voir aussi [Grattan-Guinness 19701. 
3. Laguerre de Sept Ans (1756-1763) par un renversement des alliances, mit aux prises 1’Angleterre 
et la Prusse dune part, la France, l’Autriche, la Russie, et la Suede d’autre part. Cette guerre trouve 
son origine dans les rivalites Cconomiques et coloniales franco-anglaises, ce qui conduira a la perte du 
Canada francais et de plusieurs colonies par la France (Traite de Paris, 1763). et dans la volonte de 
Marie-The&se de recuperer la Siltsie, volonte qui n’aboutira pas malgre l’occupation de Berlin par les 
Russes en 1760. Dans une lettre a Maupertuis du 23 Octobre 1756, Euler indiquait qu’Aepinus venait 
de demander son conge a 1’AcadCmie [Euler 1986,222-2231. Aepinus aura du ma1 a obtenir l’autorisa- 
tion de Frederic II (cf. lettres Euler-Muller [Euler 1959, 128, 140-141, 1431) en n’atteindra Saint- 
Petersbourg qu’a la fin Mai 1757 n’ayant obtenu son conge qu’en Janvier 1757 (cf. lettre 111 d’Euler a 
Maupertuis [Euler 1986, 2261). 
4. Johann Alhrecht Euler (1734-1800) est le fils sine d’Euler. Mathematicien, astronome et physi- 
cien, il devint membre de I’AcadCmie de Berlin en 1754 (6 Decembre) et douze ans plus tard acceda a 
celle de Saint-Petersbourg. 
5. Louis Bertrand fut un professeur de mathematiques renomme de l’universite de Gentve. I1 Ccrivit 
notamment un volumineux ouvrage [Bertrand 17781 en 2 volumes, de 676 pages et 646 pages respec- 
tivement et le placa sous l’autorite intellectuelle d’Euler, qu’il avait connu pendant son sejour a Berlin. 
La premiere partie commence a la Condillac: 
J’introduis un Berger ignorant tout a fait l’art de compter et je lui fais inventer la numeration. 
6. J. G. Lehmann (1719-1767) a suivi une carriere de medecin s’interessant a la metallurgic, aux 
mines et a la geologic. Charge de mission dependant du Bureau des mines de Berlin en 1750, habitant 
cette ville a partir de 1756, il partira a Saint-Petersbourg en 1761 et enseignera la chimie. On lui doit les 
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premieres bases de la stratigraphie en gtologie. J. C. Wilcke (1732-1796) est Suedois. 11 se liera a 
Restock avec son professeur de mathematiques Aepinus, et l’entrainera vers l’etude des phenombnes 
Blectriques. Wilcke restera a Berlin apres le depart d’Aepinus, pour regagner ensuite la Suede ou il se 
manifestera par des experiences de physique trbs precises et bien menees. S. Y. Rumovskii (1734- 
1812) fera carribre d’astronome, &ant adjoint de I’Acadbmie de Saint-Pttersbourg des 1753. 11 devint 
eltve d’Euler a Berlin, aprts un travail remarque par le maitre sur la rectification de l’arc d’ellipse. 
7. Aepinus utilise cette expression dans sa lettre a L. Euler du 14 F&tier 1755 (Akademya Nauk 
SSSR: Arkhiv, Leningradskoe otdelenie, fond 136, op. 2, No. 5, pp. l-13). R. W. Home [Aepinus 
19791 indique que la composition de ce groupe autour d’Euler est assez mal connue, et est surtout 
ddduite de la correspondance de Johann Albrecht Euler conservte aux archives de 1’AcadCmie des 
Sciences de Leningrad (reference precedente, fond 1, op. 3, No. 46). Le groupe est aussi mentionne 
par Oseen [1939]. 
8. Euler [1774]. Ce texte, ainsi que deux autres d’Euler relatifs a la formule du binome, sont traduits 
et comment& dans J. Dhombres [1986a]. 11 est tout a fait etonnant que S. F. Lacroix [1797/1810-18161 
ne mentionne pas cette demonstration d’Aepinus alors qu’il est fort complet quant aux differentes 
methodes utilisees au tours de XVIIIeme siecle. 
9. J. Dhombres et M. Pensivy. Pourquoi la formule du binome fut-elle consider&e comme un 
“theorcme universel”? A paraitre. Voir aussi: M. Pensivy [1986/1987]. 
10. Voir une traduction en francais de l’article d’Aepinus darts J. Dhombres et M. Pensivy [1987]. 
Cette traduction doit beaucoup a C. Dugal, professeur de latin. 
11. C’est nous qui avons souhgnt dans cette phrase tiree de Pappus [ 1933119591 
12. La liaison de calcul est entre l’tquation aux derivees partielles du laplacien 
g+!?+t&, 
aY2 (A) 
dans un domaine D de R3, avec conditions aux bords (probltme de Dirichlet) et un minimum de 
l’intbgrale 
j/j pj’ + ($j’ + (gj’]dxdydz (B) 
pour les fonctions V satisfaisant la dite condition aux bords. Le “principe de Dirichlet” &once que la 
fonction qui minimise (B) satisfait (A). Par la forme positive de I’integrant dans (B), l’existence d’un 
minimum paraissait assuree, done dtduite l’existence dune solution au probleme (A). K. Weierstrass 
[1870] indiqua qu’il fahait B tout le moins prouver t’existence effecthe du minimum dans la cfasse des 
jbnctions pour lesquelles (B) a un sens, disons pour les fonctions continuement differentiables sur D et 
satisfaisant la condition aux bords. C’Ctait bien manifester une nouvelle rigueur et exiger de quitter 
“l’analyse algebrique” pour aller vers ce qui deviendrait “l’analyse fonctionnelle.” 
13. Depuis Euclide, les problemes d’existence formaient un aspect de l’activitb geometrique, do- 
maine de predilection classique de la rigueur. Mais de telles questions percolaient plus difficilement 
dans les autres secteurs mathematiques et Ctaient presque abandonnees dans la demarche analytique. 
L’echec d’algebrisation complete de l’analyse par Lagrange devait ranimer la demarche ontologique 
en analyse, notamment chez Bolzano et Cauchy (par exemple avec la demonstration du theoreme des 
valeurs intermediaires ou la resolution du probltme de Cauchy pour une equation differentielle). 
14. On trouvera des exemples dans [Demidov 1980; Dhombres 198411985; Euler 1983, 1984; JuSkeviC 
1971; Mathe 1984; Pont 1974; Scriba 1981; Tropfke 1980; Truesdell 19601. 
15. Voir [Euler 17741. I1 indique a propos de la demonstration d’Aepinus: 
11 faut bien voir que cette belle demonstration s’appuie beaucoup sur l’induction. 
Cette phrase d’Euler est quand m&me &range. Cependant, comme la demonstration complete de la 
forme g&t&ale du coefficient A,(m) ne vient qu’en fin du texte d’Aepinus, aprts qu’il se soit occupe 
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d’autre chose, ne peut-on penser qu’Euler ne l’ait pas lue et soit rest6 sur la dkmarche inductive du 
milieu de l’article? On pourrait alors imaginer qu’Aepinus ait discutk sa demonstration avec Euler 
lorsqu’il Ctait encore B Berlin et n’ait rCdig& la demonstration finale qu’& son arrivee B Saint-PCters- 
bourg. 
16. On trouvera des indications sur les nombreuses dkmonstrations de la formule du binBme de 
Newton jusqu’en 1826 dans M. Pensivy [1986/1987]. 
17. Avec la dkmonstration d’Aepinus, on dkouvre la forme explicite des cofficients dans le dC- 
veloppement en strie, alors que dans les dCmonstrations qui partent du cas entier, il s’agit avant tout 
de vkrifier que la formule s’ttend convenablement au-de18 de ce cas. Comme le demonstration de la 
formule du binBme est importante aux yeux des mathkmaticiens du 18kme sikcle, signalons les dtmon- 
strations directes, qui ne passent pas par le cas entier. Les rkfkrences exactes se trouvent dans Pensivy 
[1986/1987]: Aepinus (1752). Landen (1758). Aepinus (1763), Euler (1776). Hales (1784). De Cunha 
(1787). Pfaff (1788). Sewell (1796), LagraqFe (1808), Hutton (1812). Cauchy (1821) et Abel (1826). I1 
faut ajouter que toutes les dkmonstrations qui utilisent le calcul diffkrentiel sont tgalement directes, 
par la nature m@me de la dkmonstration (Colson (1736). Stewart (1745), Fagnano (1750), Simpson 
(1750, 1751). Euler (1755), Karsten (1760). Ksstner (1761). von Tempelhof (1770), Fontana (1774). 
Girault de Kkroudou (1777), Horsley (1779) et L’huilier (1786)). 
18. Apparemment. Aepinus est le seul auteur du XVIII *me sikle g utiliser des puissances dkcrois- 
santes pour l’tcriture de la sCrie du binbme. 
19. Voir par exemple [de Sarasa 1649; GrCgoire de Saint-Vincent 1647, Propositions 109 et 1301. 
Des commentaires sent par exemple fournis dans J. Dhombres [1986a, b. 1987a]. Voir aussi [Agostini 
1922; Verley 19751. 
20. C’est de Foncenex qui commit explicitement cette faute d’homogCnCitC le premier, dans le cadre 
d’une dkmonstration du parallClogrammme des forces [de Foncenex 17601. Legendre [1794] cite l’arti- 
cle de de Foncenex et emboite le pas dans une note destinke g prouver l’axiome des paralkles. Voir 
aussi les commentaires dans [Dhombres 1986bl. 
21. A titre d’exemple, voir [Bernoulli 17261 et les commentaires de .I. Dhombres [1987b]. De la m@me 
faGon, Euler [1774] passe directement d’une formule prouvke pour tous les entiers B une formule 
admise pour toutes les valeurs rtelles. Voir [Dhombres 1986a]. I1 faut plutbt considkrer comme non 
orthodoxes, quoique novateurs, les articles oti l’auteur prend le soin de passer par l’ttude du cas des 
rationnels. Euler [ 17761 fait ainsi, mais aussi S. F. Lacroix [1797] et bien stir Cauchy 118211. Ne serait-il 
pas intkressant-mais au-de18 des buts de cet article-de reprendre systkmatiquement les dkmonstra- 
tions analytiques du XVIII”me sittcle sur les skies, les intkgrales, la fonction gamma, etc., en ne 
pensant pas en terme de “continuitk” mais en faisant I’hypothitse d’un p&upposC de nature polyno- 
miale? On risquerait d’y voir plus clair sur I’argumentation m&me du Calcul B cette Cpoque. 
22. Si Zs ne saurait coincider avec C, m&me pour un s infiniment petit complexe. on peut inscrire 
tout nombre complexe dans une progression arithmetique (Section 15): 
Soit en effet 1 un nombre imaginaire don& et prenons une petite partie l/i intiniment petite de 
celui-ci, oh il faut voir i comme un nombre infiniment grand. Alors la progression -21/i, 
-Iii. 0, Iii, 2Ili, . aura &Z conduite & la propriktk voulue. 
D&s lors la rkponse en B sera aussi une progression arithmktique: 
Posant done & nouveau Em = Am, A sera constant. 
On peut @tre interloquk ! Mais au fond, I’argument est le m@me que dans le cas rkel. Pour tout entier n. 
~~l~l~l) = An([/i) 
et done, puisque B se conduit comme un polynBme. 
8’ = AI 
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Certes A depend a priori de Ili (done de I). L’erreur d’Aepinus- m&me dans le contexte de sa mCthode 
polynomiale-est d’oublier cette dCpendance et de croire que de B’ = 1, alors que 1 ne figure pas a 
priori dans la progression arithmktique de raison I/i, on puisse deduire h = 1. 
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